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1. Resumen de actividades 

itO una revisión de la literatura de los métodos de acoplamiento fuerte en el dominio del tiem-
po 

 
elitender y estar en posibilidad de aplicar las diferentes técnicas. La búsqueda de información 

se realizo en artículos de investigación y libros especializados en el método. 

Ademas se trabajó en el artículo de investigación que presenta la solución al problema de acopla-
mient o fuerte de in sistemas de campo cuasi-3D en el dominio de la frecuencia. El trabajo muestra los 
resultados obtenidos hasta ahora en el trabajo de doctorado y ya se envío a la revista IEEE Ttansac-
tions on Afagnetics para su evaluación. El artículo lleva por título: Nonlinear Tirne-Harmonic Analysis 
ot Mc1Bple Magnetic Field Systems: Cartesian, Axisyrnmetric and Coupled Circuits. 

2. Introducción 

El modelado de dispositivos electromagnéticos de baja frecuencia mediante el Método de Elementos 
Lucíos. se usa comúnmente tanto en la academia como en la industria, para diseñar, optimizar y 
analizar posibles problemas de operación en estos sistemas [1, 2, 3, 4]. Actualmente se dispone de 
softvvare tanto comercial como libre que permite resolver problemas en dos o tres dimensiones, tanto 
estát icos como en el dominio de la frecuencia o en el dominio del tiempo. Además se dispone de métodos 
especializados para calcular variables eléctricas y electromagnéticas (par electromagnético, velocidad y 
volt aje inducido). El desarrollo de métodos sofisticados ha permitido la interconexión de un modelo de 
campo electromagnético con circuitos eléctricas. 

Una revisión de los trabajos publicados en los 80's en el problema de acoplamiento circuito-campo 
se presenta en [5]. Gran parte de este trabajo fue desarrollado para resolver problemas específicos y 
métodos sistemáticos fueron implementados en los 90's, basados en dos aproximaciones para acoplar 
análisis de elementos finitos con circuitos: Acoplamiento fuerte [6, 7, 8] y acoplamiento débil (solución 
escalonada) [9, 10, 11, 12]. 

En el método de acoplamiento débil los modelos de campo y circuitos se resuelven como sistemas se-
parados. los cuales se comunican por medio de coeficientes de acoplamiento. El método de acoplamiento 
débil es atractivo cuando las constantes de tiempo en el dominio de campo y dominio de los circuitos 
difieren de forma apreciable [13]. En estos casos, es factible la interacción de simuladores de circuitos y 
software de elementos finitas, evitando la necesidad de programación de código numérico. De esta forma 
los desarrolla .dores de software de elementos finitos, no tienen que ser expertos en la programación de 
código para resolver problemas de circuitos eléctricos. 

El método de acoplamiento fuerte resuelve de forma simultánea las ecuaciones del modelo de paráme-
tros concentrados y las del sistema magnético, donde generalmente se pueden encontrar soluciones de 
mayor precisión y rapidez. Sin embargo, se tienen que implementar los códigos que resuelvan los circui-
tos, para solucionar el problema acoplado. 

Los primeros intentos de acoplar mediante un acoplamiento fuerte sistemas de campo y circuitos 
usando el método de mallas se puede encontrar en [14, 15]. El análisis más completo y conciso del 
problema acoplado, se presenta en los trabajos de Salon [16, 17], que incluyen el acoplamiento de las 
ec uaciones de campo, circuito y movimiento. Considera conductores sólidos o filamentarios (conexiones 
en serie o paralelo) y la no linealidad de los materiales magnéticos. La principal característica del método 
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propuesto es que sólo se necesita como entrada el voltaje aplicado en las terminales del dispositivo y las 
corrientes son incógnitas del sistema. Además calcula la fuerza magnética sobre cuerpos en movimiento 
con el método del trabajo virtual [18]. 

En [19] se presenta una formulación del problema acoplado circuito-campo con la que se pueden 
incorporar tanto conductores sólidos como filamentarios con conexiones arbitrarias, usando el método 
de mallas o el método nodal. Está técnica incorpora un número limitado de elementos de circuito 
(resistencia, capacitancia, inductancia y fuentes). 

El desarrollo de técnicas de acoplamiento más avanzadas se ha basado ampliamente en teoría de 
topología [20, 21]. Los métodos topológicos utilizan una representación simbólica de los elementos cons-
tituidos de un sistema mediante esquemas gráficos, que lleva a un sistema consistente de ecuaciones. La 
aproximación en variables de estado [22] se puede combinar con teoría de topología, para obtener una 
forma canónica de las ecuaciones de circuito, al representar la red como un conjunto de nodos, ramas 
y enlaces. Este método alcance la generalización en la obtención de las ecuaciones circuito-campo, con 
una apropiada incorporación de conductores sólidos y filamentarios. Esta aproximación se puede aplicar 
fácilmente en la simulación de problemas de control en máquina eléctricas [23]. 

El problema de acoplamiento circuito-campo se puede formular mediante el método de Análisis Nodal 
Modificado ANM [24], el cual a su vez se basa en el método nodal. En [25] se presenta una formulación 
en el dominio del tiempo basada en el Método de ANM considerando sólo conductores filamentarios 
y elementos de circuito básicos. El trabajo reciente presentado en [7], resuelve el problema acoplado 
usando conceptos del método de ANM. Sin embargo, no se utiliza el concepto base de bloques de 
construcción del método nodal para obtener una formulación compacta y sistemática. La discretización 
en el tiempo se realiza con el método de Euler hacia atrás y se linealiza el sistema con el método de 
Newton-Raphson. 

En [6. 26] se muestra que el MEF-ANM es un método de acoplamiento poderoso para el análisis de 
dispositivos electromagnéticos. Se explota el potencial del método de ANM para resolver el problema 
circuito-campo mediante un acoplamiento fuerte, al considerar más elementos no naturales: Transforma-
dores, auto-transformadores, fuentes dependientes, elementos magnéticamente acoplados (cada elemento 
posee su bloque de construcción en el método de ANM). Además se muestra que los conductores sólidos 
y filamentarios se pueden tratar de la misma manera, al introducir el concepto de vector de devana-
do, cuando se acoplan las ecuaciones de campo con las de circuito. La principal característica de este 
método, en comparación con el que se basa en la teoría de topología de redes, es la incorporación fácil 
y sistemática de elementos de circuito al retener el concepto de bloque de construcción del método de 
análisis nodal. Está técnica se implementó para resolver problemas no lineales de elementos finitos en 
el dominio de la frecuencia. 

3. Análisis transitorio de dispositivos electromagnéticos 

En esta sección se presentan las ecuaciones de campo y circuitos que gobiernan el comportamiento 
de problemas cuasi-3D (cartesianos y axisimétricos) en el dominio del tiempo. El sistema circuito-campo 
se discretiza en el espacio a través del Método de Elemento Finito utilizando la formulación de Galerkin 
[27]. La discretización en el tiempo del sistema se realiza con el método implícito de Euler hacia atrás 
y la linealización del problema se establece con el método de Newton-Raphson. Al final, se obtiene 
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,gstellia discreto de ecuaciones algebraicas no lineales donde las incógnitas pueden ser: Potencial 
vectorial, voltajes nodales u otras variables de interés. 

En general, el problema transitorio de baja frecuencia se describe por el sistema discreto de ecua-
Ion diferenciales ordinarias de primer orden: 

[D] {±} + [5]{x}+ {f} = O 	 ( 1 ) 
donde 	07(it . La matriz de amortiguamiento [D] y la matriz de rigidez [S] pueden ser dependientes de 
las incógnitas a: y del tiempo. {f es un vector de excitación función del tiempo, por ejemplo densidades 
de corriente conocidas o fuentes de voltaje independientes. En secciones posteriores se obtendrá el 
sistema discreto representativo de problemas de campo (cartesiano y axisimétrico), de elementos simples 
de circuito (resistencia, inductancia, capacitancia y fuente independiente de voltaje) y de las ecuaciones 
de .aioplainiento circuito campo para conductores sólidos y filamentarios. 

3.1. Ecuación de difusión no lineal 

En general, el comportamiento de dispositivos electromagnéticos de baja frecuencia se describe 
completamente mediante la solución de las ecuaciones de Maxwell. Sin embargo, es conveniente realizar 
algunas suposiciones para simplificar la solución del problema de valor a la frontera: 

1 El dispositivo electromagnético que se analiza puede considerarse con una aproximación cuasi-

estacionaria. Es decir la corriente de desplazamiento asociada a la ley de Ampere, puede omitirse 
cuando se opera a baja frecuencia. 

2 La reluctividad y del material magnético es dependiente del campo magnético. Con ello se consi-
dera la saturación magnética del material, pero se ignora el fenómeno de histéresis. 

3. Se asume un material magnético isotrópico en el modelo cuasi-3D del dispositivo electromagnético 
que satisface la igualdad B = 

4 La conductividad eléctrica u del cobre es constante. 

5. Se asume que la densidad de corriente en conductores filamentarios es uniforme sobre la sección 
transversal del conductor. 

6. Se asume un modelo en dos dimensiones del sistema electromagnético, en el cual se pueden incor-
porar los efectos tridimensionales con valores de resistencias e inductancias en las ecuaciones de 
circuitos. 

Bajo las suposiciones anteriores, las ecuaciones de campo electromagnético para problemas cuasi-3D 
se obtienen de forma relativamente sencilla. 
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3.1.1. Formulación cartesiana 

El análisis 2D cartesiano se basa en la suposición de que la estructura no presenta variación geométri-
ca en la dirección perpendicular al plano de estudio y que los campos son constantes en esa dirección. 
La manipulación de las ecuaciones de Maxwell, lleva a la siguiente ecuación de difusión no lineal para, 
resolver el problema cartesiano en el dominio del tiempo: 

a ( (9A;) a ( aA a ) 
a \v  Ox 	75- IK v  ay } —jfz 	= —jaf  + ( --2-adAt 	tevfsf 	

(2) 

donde A z  es la única componente existente del potencial magnético vectorial. Jfz , J, y va  son la 
densidad de corriente en regiones con conductores filamentarios, la densidad de corriente no uniforme 
en regiones con conductores sólidos y la diferencia de potencial en terminales de conductores sólidos, 
respectivamente. o y / ef f son la conductividad y la longitud axial del modelo, respectivamente. v es la 
reluctividad del material magnético que puede ser función del campo magnético, cuando se considera 
la no linealidad del material. 

Los conductores filamentarios se consideran demasiado delgados tal que se desprecian las corrientes 
de remolino. De esta manera, en el dominio Qf de sección transversal Af , se tiene una distribución 
uniforme de Nf conductores filamentarios conectados en serie por los que circula una corriente I f . 

Entonces, la densidad de corriente uniforme sobre la sección transversal se puede escribir como: 

	

Jfz = 	
A 	 (3) 

Nfif 

f 

La sustitución de la ecuación (3) en (2) lleva al problema de valor a la frontera en coordenadas 
cartesianas: 

ax  v  a (a:: 
ay 

aaA a \ = Nf if  ± (DA, va  
j 	

v 
y j 	Af 	11, dt 	leí f 

	 (4) 

El sistema anterior considera tres dominios de interés: Regiones no conductoras, regiones con con-
ductores sólidos y regiones con conductores filamentarios. 

■ Discretización en el espacio 

Las ecuaciones de elemento finito en los diferentes subdominios se obtienen mediante la aproxi-
mación de Galerkin [21. Este método se basa en la minimización de una expresión integral y es 
un caso especial del método de residuales ponderados. La expresión integral es: 

WpRe dS = O 
	

(5) 

donde Re  es el residual , que se obtiene al igualar a cero la ecuación diferencial parcial (4). Si 
la solución prueba es la solución exacta, entonces Re  = O. El método de residuales ponderados 
requiere que la proyección del residual sobre una función ponderada Wp, sea cero sobre el dominio 
de interés. La elección de las funciones ponderadas determina el tipo de método residual ponde-
rado. Si se elige la función ponderada igual que la función forma, entonces se tiene el método de 
Galerkin. 
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Las funciones de forma (l r  , se utilizan para aproximar el potencial magnético vectorial en un 
ele acul o con una función polinornial de la forma: 

A2  = 	ar (t)(2 (x, y) 	 (6) 

El 4steina (4) se puede expresar numéricamente como: 

-451{a} — Y:  [A]{á} + E [si]if  + E [sal, 	 (7) 

Hl( le h = aaidt. Las matrices y vectores en (7) se definen explícitamente por las siguientes 
expresiones: 

al riz de rigidez: 

(8) 

lat riz de conductividad: 

acr 
[s]„ xn. = E ff V 

 ax ax 
- - - dxdy 

ay ay e 	S 2, 

[Ds] n X n I flea((lidxdy 
e  

( 9 ) 

\bctor de devanado en conductores filamentarios: 

N, [s'A, 7,2- E if (dxdy 
af e f 	f 

(10) 

Vector fuente en conductores sólidos: 

ISsI n  = a  E fi (dxdy 	 (1 1) 
Leff „ fi 

donde Tt es el número de nodos en la discretización del modelo por elementos finitos. La matriz 
de permeabilidad y conductividad contienen información de la geometría y propiedades físicas del 
problema de campo a resolver. El vector de devanado para regiones conductoras filamentarias, 
contiene información del devanado, así como de la distribución de corrientes en los nodos de cada 
elemento perteneciente a esta región y con este término se puede calcular el voltaje inducido 
en el devanado. El vector fuente en conductores sólidos y el vector de devanado permiten la 
interconexión del modelo de campo con el circuito externo de alimentación. 
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3.1.2. Formulación axisimétrica 

En ingeniería eléctrica hay dispositivos electromagnéticos importantes que se pueden analizar con 
un modelo axisimétrico. Estos incluyen solenoides y transformadores (tanto de distribución como de 
potencia). 

La representación mediante el potencial magnético vectorial del problema axisimétrico de campo 
electromagnético en baja frecuencia, con corrientes en la dirección azimutal. lleva a la siguiente ecuación 
de difusión no lineal [141: 

(v 8,11:»1 4_ 	( v 	\I 	 o- 011';5 	v; 
Or 	Or 	 j'; 	jf°  r 	dt 	ef f ) 

donde el asterisco se utiliza para enfatizar que las cantidades pertenecen al sistema axisimétrico. 	es 
la única componente existente del potencial magnético vectorial en la dirección 0. Se emplea el cambio 
de variable A; = r en (12), para eliminar la asimetría en la matriz de rigidez cuando se aplica el 
método de Galerkin. J10 , A y vis` son la densidad de corriente en regiones con conductores filamentarios, 
la densidad de corriente no uniforme en regiones con conductores sólidos y la diferencia de potencial en 
terminales de conductores sólidos, respectivamente. Oeff es la región que abarca el modelo axisimétrico, 
en radianes. 

En conductores filamentarios pertenecientes a modelos axisimétricos, la densidad de corriente es 
uniforme  debido a la ausencia de corrientes de remolino. Por lo tanto, la ecuación de difusión (12), se 
puede reescribir de la siguiente manera: 

ar 	Or 	Oz 	 r dt 

OA*0 ) 	a ( v A*Gp 	o- O II; 	i; 	v:  
(13) 

	

A*f 	r Oef f 

donde A*J. es el área de la sección transversal de la región filamentaria 12;, . 

■ Discretización en el espacio 

Discretización por elementos finitos del problema axisimétrico (13), utilizando el método de resi-
duales ponderados de Galerkin: 

—{51 {al — E [Dn{al + E [ 5"» + [Snv: = 0 	 (14) 
8 

Las matrices y vectores en (14) se definen como: 

	

n ,T 	 T 

 52. r Or 	Oz —Oz)
drdz  

e 	e 

LDslnxn = E If cCTdrdz 
e 

u. r 
e 

[sNn =NfE if Cdrdz 
nf ef 	52 :f 

(12) 
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0 0 O Sf a 

0 0 0 1 vp  = 
0 0 0 —1 y,/  

. 0 1 —1 —rf i f  

S 

7 

0 
O 

O 
O 

f 

(22) 

 

Wel f es  ffin s  r [5:1n = 	 (drdz 	 (18) 

Es importante resaltar que los vectores de devanado en regiones con conductores filamentarios, se 
definen de forma similar en el problema axisimétrico y cartesiano. 

3.2. Ecuación de acoplamiento circuito-campo: Conductores filamentarios 

Las problemas acoplados circuito-campo con regiones de conductores filamentarios, además de consi-
derar cuino incógnita el potencial magnético vectorial, también se desconoce la corriente en los sistemas 
(11) y 7) l'ara resolver el problema acoplado se utiliza la relación voltaje-corriente de estos conductores, 

coup ,  una ecuación de circuito adicional. 

3.2.1. Problema cartesiano 

La relación voltaje-corriente para un devanado de Nf conductores conectados en serie, se puede 

expresar en términos del potencial magnético vectorial usando la ley de inducción de Faraday y la caída 
(le voltaje debido a la resistencia del devanado: 

a  f fu  A z dnly 

	

v f = rfif + leffNf 	f  A 	 (19) at 	11.f 

donde 17 es la resistencia en corriente directa del devanado. El segundo término en (19) es el voltaje 

inducido en el devanado filamentario. Esta expresión es fundamental, ya que permite el acoplamiento 
del modelo de campo con el circuito externo de alimentación. 

La discretización por elementos finitos de la relación voltaje-corriente (19), se obtiene al utilizar la 

aproximación polinomial del potencial magnético vectorial definida en (6) con lo que se obtiene: 

vf = Tftf + [Df] T{it} 
	

(20) 

donde 

[Df]n = 
el ffNf  E  I j 

cdrdz 	 (21) 
Af 	52f ef 

El sistema discreto en la forma general sugerida en (1) para conductores filamentarios, se obtiene a 
través de la relación voltaje-corriente definida en (20) y el vector de devanado 10): 

0 	0 0 0  

O O O O tq  
I, 

1 + 

a 

	

0 0 0 0 	V 

	

—DT 0 0 0 	if 
.----.,,----• 

D 



El tercer término en (7) se ha incorporado en el sistema circuito-campo anterior, con el objetivo 
de obtener un bloque de acoplamiento entre los sistema de campo con regiones filamentarias y el 
circuito externo. El sistema es asimétrico, sin embargo se puede recuperar la simetría en el proceso de 
discretización en el tiempo y linealización. Esta problemática se aborda más adelante. 

Se observa que el vector de devanado (10) y el término (21) asociado a la matriz de amortiguamiento, 
solo difieren por la longitud axial del modelo cartesiano. 

3.2.2. Problema axisimétrico 

La relación voltaje-corriente para un devanado de Ni conductores filamentarios conectados en serie 
esta dada por: 

dA* 
(23) 

donde v , 	f r* y A* son el voltaje en terminales, la resistencia del devanado y los encadenamientos de 
flujo, respectivamente. 

Los encadenamientos de flujo en un punto dentro de la región filamentaria, se pueden calcular 
mediante la siguiente expresión: 

fm f f A* 
Af  * = Nf  * 	--Prd0 = Nf e f f A o  * 	 (24) 

o 

para un modelo que abarca una circunferencia O eff . El flujo promedio se obtiene al integrar la expresión 
anterior, sobre la región con conductores filamentarios: 

Oe  f f 
A, — 	ff A* drdz 	 (25) 

	

Af* 	st;  

La discretización por elementos finitos de la ecuación de voltaje (23), utilizando una aproximación 
polinornial del potencial magnético vectorial, se puede escribir en términos de la funciones de forma 
como: 

V; = T;i; {D;e1 T  {á } 	 (26) 

donde: 

	

Oe  f f  	if  
{D.] 

f rt 	* 	
(dr dz 	 (27) 

A 
e f 	f 

El sistema discreto para regiones con conductores filamentarios en problemas axisimétricos, que 
permite realizar el acoplamiento entre el sistema de campo y el de circuito, se obtiene mediante las 
expresiones (26), (17) y la inyección de corrientes en los nodos del circuito donde se conecta el devanado. 
El bloque de acoplamiento queda definido mediante el siguiente sistema matricial asimétrico: 
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„.. 

O O 0 0 O 	0 	0 	S; 
O O O O vr  0 	0 	0 	1 vP  0  

(28) 
O O O O vq  0 	0 	0 	—1 vq  O 

—D*T  O 0 0 i f  
.----,,----.--• 

0 	1 	— 1 	—T1 i* O 

D S I 

La cínica diferencia entre el bloque del sistema discreto para conductores filamentarios en problemas 
axisimél ricos (28), con el bloque discreto cartesiano (22) es el uso de la sección angular Oeff o la longitud 
axial h tr , respectivamente. 

3.3. Ecuación de acoplamiento circuito -campo: Conductores -  sólidos 

En los problemas de campo cuasi-3D (13) y (4) en regiones con conductores sólidos, se tiene como 
incógnita la diferencia de potencial en las terminales del conductor, además del potencial magnético vec-

torial. El t (Tulum que involucra la diferencia de potencial en estas expresiones, permite el acoplamiento 
del modelo de campo con el circuito externo de alimentación. En esta sección se obtiene el bloque del 
sistema discreto para conductores sólidos en sistemas cartesianos y axisimétricos. 

3.3.1. Problema cartesiano 

El problema acoplado con conductores sólidos se puede abordar al introducir como variable des-
conocida la corriente [6], como en el caso de problemas de campo con conductores filamentarios. El 
problema a tratar es una ecuación integro-diferencial, que para poder resolver se tiene que introducir la 
relación voltaje-corriente en conductores sólidos como una ecuación adicional. Otra manera de abordar 
el problema es considerar la diferencia de potencial como variable desconocida, tal y como se muestra 
en la ecuación (13). La principal ventaja de esta formulación, es que no se tiene que introducir una 
ecuación voltaje-corriente adicional, además de evitar trabajar con el término integro-diferencial. 

1 a corriente total en conductores sólidos, 

it = ie 
	 (29) 

es la expresión que permite el acoplamiento desde el lado del circuito externo de alimentación. i e  es la 
corriente inducida e i, es la corriente inyectada por la fuente. Expresando la corriente total en términos 
de las variables de interés (potencial magnético vectorial y voltajes nodales) se obtiene: 

°A z , , 	o- (v„—v q)dxdy 	 (30) it = ff —axay + — 
ns  at 	le  f f fiz a  

Sustituyendo la aproximación polinomial del potencial (6) en (30) y desarrollando los términos se 
tiene que: 

it  = [13,,,]T  {a} + G(vi, — vq) 	 (31) 

donde 
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[

O 	0 0 	á 	O SS  

	

—Dr 00 	V q 	0 —G G 

	

Dr, 0 0 	7.)19+ O G —G 
a 
v = 0 
V 9  

(34) 

—o -cdxdy 	 (32) 

y G es la conductanc a del conductor sólido, 

leí 

A3  es el área de la sección transversal de la región S2, 
De las expresiones (31) y (11) se obtiene el bloque de acoplamiento circuito-campo para conductores 

sólidos, en la forma general definida en (1): 

G u A s  
(33) 

S 

3.3.2. Problema axisimétrico 

En esta sección se obtiene el bloque de acoplamiento para conductores sólidos en problemas axi-
simétricos. 

Si se asume que la densidad de corriente y el potencial magnético vectorial sólo tienen componente 
en la dirección azimutal en problemas axisimétricos. Entonces el valor del potencial eléctrico escalar es 
constante sobre la sección transversal del conductor. Sis es la longitud de arco del conductor sólido 
para un modelo que abarca O eff radianes, entonces: 

_OV* 
y: = —s ao 	 (35) 

es la diferencia de potencial en las terminales del conductor. V* es el potencial eléctrico escalar. La 
densidad de corriente total se puede escribir en términos de este voltaje en terminales y el potencial 
magnético vectorial como: 

o- aA. 
Jsá = — 	 —v* 

r at 
Integrando la ecuación (36), se obtiene la corriente total en la región con conductores sólidos: 

* 
z t  — —a flu: 1  &Aat'drdz + affu: 1  (vp — vq)drdz 

La discretización en el espacio de la ecuación (37) es: 

4 = [D;;] T 	+ (vp — v q ) 

donde 

(36) 

(37) 

(38) 

10 



= 0 (42) 

a 
vp 

 vqf  
Vps 

Vqs 

if 

—D s  0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
O 0 0 0 0 0 

D4 0 0 0 0 0 
—Dr7,:, O O O 0 0 
—DT 0 0 0 O 0 

—S O O Sa  —S S  Sf 
0 0 0 	0 	0 	1 
O 0 0 	0 	0 	—1 
O O O G —G O 
O O O —G G O 
0 1 —1 0 0 —rif 

a 

f 
8 

gs 

f 

[D,*,1= E ff - -

a

(drdz 	 (39) 
91$ r 

 \ (7-  es la conductancia del conductor axisimétrico, 

G* = 	I —1 	drdz 	 (40) 
Oef f 	12: r 

1)e las expresiones (38) y (18) se obtiene el siguiente bloque de acoplamiento circuito-campo, para 
conductores sólidos axisimétricos: 

ü 	0  D *  T 	0 

—D:„T  O 
0  0 

O 

* { 	p 

v 9  

O 	S: 
O 	G* 
o —G* 

—S: 	a* 
—G* 	vp i-= O 
G* 	vg  

lí 
(41) 

D 
	

S 

3.4. Sistema discreto de los modelos de campo electromagnético 

Hasta ahora se han obtenido los bloques desacoplados de los sistemas de campo, conductores fila-
l'imitarlos y regiones con conductores sólidos de la forma general establecida en (1). Sin embargo es 

necesario obtener un bloque discreto acoplado de cada sistema cuasi-3D que involucre cada uno de los 
bloques antes mencionados. 

Cartesiano 

Los bloques discretos del sistema de campo electromagnético (7), el de conductores filamentarios 
(22) y conductores sólidos (34) se acoplan fuertemente a través de potencial magnético vectorial, 
corrientes en conductores filamentarios y voltaje en terminales del conductor sólido. 

El bloque discreto del problema de campo cartesiano se puede expresar de forma matricial me-
diante la siguiente expresión: 

donde vpf y vqf son los voltajes nodales en terminales del devanado filamentario. v ps  y N.a  son 
los voltajes nodales en terminales del conductor sólido. Estos voltajes permiten interconectar el 
sistema electromagnético con el circuito externo de alimentación. 

1 1 



Sin tener pérdida de generalidad, el sistema (42) sólo considera una región con conductor sólido 
y una región filamentaria. El sistema matricial es asimétrico, sin embargo, se recupera la simetría 
una vez que se discretiza en el dominio del tiempo y se linealiza mediante el método de Newton-
Raphson.. 

Una vez que se incluyen las f + s regiones conductoras, el sistema acoplado que se obtiene es: 

D8 
O f xr, 

Ohn  

21',2 
 —D 

On xl 
O 

O 

Oaxi 
08 ,< 1 
Of xl 

O 	O 	O 	0 

O 	O 	O 	O 

O 	O 	O 	O 
0 	0 	0 	0 
O 	0 	0 	0 
0000 

i)Pf 

f 

Vps  

qs  

2f 

- — S 

Of x n  

Of x n  

O 
O 
O 

0„xf 

O 
O 
O 
O 
9 

Onxf 	SS 	—SS 

O 	0 	0 
O 	O 	O 
O 	G 	—G 
O 	-G 	G 

	

_9 Ofxs 	Ofxs 

S f 

E 
—E 

Osxf 

0.9.f 

a 
Vpf 

vqf 

ps 
vqs 

z f 

=0 

D 	 S 

(43) 

donde [D.917,xi, = E [A] y Nfifx f es una matriz diagonal que contiene la resistencia en corriente 

directa de cada una de las regiones con conductores filamentarios. [E]f x f es una matriz que contiene 
1 y -1 en sus columnas, dependiendo de los nodos donde se conectan los conductores filamentarios 
en el circuito. [Sa]nx., es una matriz que contiene en sus columnas cada unos de los vectores fuente 
[Ss] . [SA T, x  f es una matriz que contiene en sus columnas cada unos de los vectores de devanado 
[84 [G]sx , es una matriz diagonal que contiene el valor de la conductividad de cada región s con 
conductor sólido. Con base en las ecuaciones (10) y (21): 

finxf = len [SA 	 (44) 

Además de las expresiones (11) y (32) se observa que: 

[Ss] = 	ni] beff  
(45) 

El proceso de incorporación de cada uno de los bloques discretos, tanto de conductores sólidos 
como de regiones con conductores filamentarios, es relativamente sencillo y se realiza de manera 
sistemática. Además la incorporación de cada uno de los bloques de conductores electromagnéticos 
se realiza de manera arbitraria. 

■ Axisimétrico 

El bloque general que resuelve el problema acoplado axisivaétrico con f +s regiones conductoras, 
se obtiene de forma similar que el caso cartesiano. Si se incorpora el bloque de campo (14) , cada 
uno de los f bloques de conductores filamentarios (28) y los s bloques discretos de conductores 
sólidos (41), se obtiene: 
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— S "  Onx f Onx f S: — 8; S; 	as 

Of xn 	O 	O 	O 	O 	E 	vpf  
O f x n  O 	0 	0 	0 	—E 	vq 	—O O 	O 	O 	G* --G* osxf 	v ps 

O 	O 	O 	—G* G* 06 ,f 	vqs 
o 	rT _rT o f xs  o f x s  __Rtf 

- 
	o* 

"f 

75Pf 
vqf 
tps  

Vqs 

itf  

r O r,„ 1  O 00 O 
O r ,„ O O O O O 
uf ,„ O 0 0 0 0 
2;,1, 0,,<1  O O O O 
-1.)7„1  0..„ 1  0 0 0 0 
-5YrT  O f >a  0 0 0 0 

1) 	 S 
(46) 

donde [D;]„,,, = E [D;] y [Rfl f x f es una matriz diagonal que contiene la resistencia en corriente 

directa de cada una de las regiones con conductores filamentarios. De las ecuaciones (17) y (27) 

se tiene que: 

[9*.f1 nx f = Oeff [8;] 

	
(47) 

Además de las expresiones (18) y (39): 

[sé] = 	P7,21 	 (48) 
Swef f 

Estas relaciones son importantes ya que permiten recuperar la simetría de los bloques en el proceso 

iterativo. 

4. Programa de trabajo para el semestre 2016-2 

El objetivo planteado para el siguiente semestre, es resolver el problema de acoplamiento fuerte de n 
dispositivos electromagnéticos en el dominio del tiempo sin considerar movimiento. Se plantea resolver 
tres transformadores monofásicos conectados en estrella y modelados con elementos finitos, alimentados 

a través de una fuente trifásica. 
La teoría que se presentó en este reporte semestral, es la base para plantear el problema de aco-

plamiento circuito-campo para n sistemas de elementos finitos y circuitos en el dominio del tiempo. La 
hipótesis de este problema de acoplamiento circuito-campo es: 

• Los bloques discretos de sistemas cuasi-3D de la forma establecida en (43) y (46), permiten la 
incorporación sistématica de n modelos de elementos finitos en el sistema discreto (1), mediante 
un acoplamiento fuerte a nivel de circuito. La técnica multi-sistemas permite incorporar en forma 
ordenada la información de cada uno de los modelos de campo (geometría, condiciones de frontera 
y materiales) al sistema general. 

Una vez que se tenga resuelto el problema de acoplamiento en el dominio del tiempo, el objetivo es 
establecer las propiedades numéricas del método e implementar el código en el software de elementos 
finitos FLD. 
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