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1. Resumen

(Como parte de la evaluacién semestral en este reporte se presentan las temdticas estudia-
las durante este periodo. Siguiendo el cronograma de actividades presentado en el protocolo
de investigacién, para el primero y segundo semestre se planteo la revisién de la literatura de
los temas bases como el electromagnetismo de baja frecuencia, el método de elementos finitos
MEF) aplicado al andlisis de dispositivos electromagnéticos en 2D, electronica de potencia
v ¢l método andlisis nodal modificado {MNA) para la creacién de ecuaciones campo-circuito
con acoplamiento fuerte. El reporte se divide en cuatro partes principales. Iniciando con
una breve introduceién del electromagnetismo de baja frecuencia utilizando la aproximacién
cnasi-estdtica hasta llegar a los modelos electrostaticos en términos del potencial eléctrico
escalar v a los modelos magnéticos, se desarrolla la ecuacién de difusién en términos del
potencial magnético vectorial para dos dimensiones. En la segunda parte se aborda una in-
troduccién a los métodos para solucidén de ecuaciones diferenciales parciales y se hace énfasis
en el método de residuales ponderados especialmente en el método de Galerkin, para el en-
tendimiento del método de Galerkin se plantea la ecuacién de difusion en su forma armoénica,
se propone una estimacién a la solucidn, se eligen elementos triangulares de primer orden
v se introduce el concepto de las funciones de forma y ponderacidn hasta llegar a la matriz
de inercia, matriz de masa y vector de fuerza. En la tercera parte se realizan algunas obser-
vaciones para atender la problemdtica del acoplamiento de circuitos eléctricos y circuitos de
electrénica de potencia a modelos de elementos finitos. En la ultima parte se propone un pro-
blema base para trabajar la simulacion de dispositivos de electrénica de potencia acoplados
5 sisternas electromecanicos modelados por elementos finitos. Siguiendo con el cronograma
de actividades del protocolo de investigacion, en la ultima parte se menciona el plantan de
trabajo para el semestre 2016 — 2.

Notacion

Para mantener claro el alcance de este reporte se utilizan los siguientes simbolos para de-
finir elementos u operadores matemadticos. Las variables entre corchetes denotan una matriz
(e.g.. [S]), mientras las que estan entre llaves denotan un vector (e.g., {N}) y la letra T se
refiere a la transpuesta de un vector (e.g., {N}7). El simbolo § denota el operador rotacional
a un campo vectorial, de la misma forma la expresion d define el operador gradiente o diver-
gencia segin sea el tipo de variable al que este aplicando, el operador £ representa el operador
Laplaciano. Los siguientes simbolos se utilizan para definir los modelos electromagnéticos:

j =+—1 Numero imaginario
& Potencial eléctrico escalar
D Potencial magnético escalar



Intensidad de campo eléctrico

Intensidad de campo magnético

Densidad de campo eléctrico

Densidad de campo magnético

Densidad de corriente eléctrica

Potencial magnético vectorial

Densidad de carga eléctrica

Permeabilidad magnética

Reluctibilidad magnética

Permitividad eléctrica

Conductividad eléctrica

Diferencia de potencial eléctrico

Potencial magnético vectorial en la componente z
Densidad de corriente eléctrica en la componente z
Corriente de devanado

i
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2. Breve Introduccién al Electromagnetismo de baja frecuencia

El electromagnetismo es la rama de la ingenieria eléctrica (o de la fisica) que tiene que
ver con el andlisis y aplicacién de campos eléctricos y magnéticos. Log principios electro-
magnéticos (EM) se aplican, en varias disciplinas afines, como maquinas eléctricas, conver-
sién de energia electromecanica, meteorologia por radar, sensores remotos, comunicaciones
satelitales, bioelectromagnética, interferencia y compatibilidact electromagnéticas, plasmas y
fibra éptica. Los dispositivos electromagnéticos incluyen motores y generadores eléctricos,
transformadores, electroimanes, sistemas de levitacién magnética, antenas, radares, hornoé
de microondas, antenas parabdlicas, superconductores y eIectrocardiogramas, entre otros.
En la ingenieria electromagnética, el anslisis de circuitos eléctricos, magnéticos y maquinas
eléctricas se aplica en electromagnetismo de bajas frecuencias, a estos sistemas se les conoce
como sistemas cuasi-estaticos.

El disefio de estos dispositivos requiere un profundo conocimiento de las leyes y principios
clectromagnéticos. Se considera que el electromagnetismo EM es una de las disciplinas més
dificiles de la ingenieria eléctrica. Una razén de ello es que los fendmenos electromagnéti-
cos son més bien abstractos. Pero a quien le gustan las mateméticas y puede visualizar lo
invisible deberfa considerar la posibilidad de especializarse en EM, ya que pocos ingenieros
eléctricos 1o hacen. Ingenieros eléctricos especializados en EM son necesarios en las industrias
relacionadas con el disefio de mdquinas eléctricas como son motores, generadores, actuadores
y transformadores, también son requeridos en laboratorios de investigacisn electromagnética
y varias industrias de comunicaciones [1].




E! comportamiento de los fendmenos electromagnéticos se puede dividir en dos grupos, en
electromagnetismo de alta frecuencia que es el que se encarga de de estudiar las aplica-
ciones de comunicaciones como antenas y ondas. Y el electromagnetismo de baja frecuencia
¢l cual se puede dividir en dos partes, en problemas de electrostatica y problemas magnéticos.

De forma general todos los fenédmenos electromagnéticos los podemos analizar y estudiar a
través de las ecuaciones de Maxwell que se presentan a continuacion en su forma diferencial

H = J+8,D (1)
dB = 0 (2)
§E = -8B 3)
dD = p (4)

también, tenemos las ecuaciones constitutivas que relacionan las variables electromagnéticas
a través de las propiedades fisicas del dominio de estudio.

B = uH
D = ¢E
J' = oE (5)

Una quinta ecuacién se puede utilizar para determinar la densidad de campo magnético por
medio del rotacional de un campo vectorial

A=D1 (6)
¢l potencial magnético vectorial es de mucha ayuda para manejar una sola componente y

poder representar la densidad e intensidad de campo magnético.

Se puede notar que la ecuacion de Gauss para campos magnéticos 2 se sigue cumpliendo
debido a que la divergencia de cualquier campo vectorial producido por un rotacional siempre
es cero d(6F) = 0. Considerando la identidad anterior podemos analizar la ley de Ampere 1
aplicando la divergencia tenemos

dJ = —8,(dD)

sustituyendo la ecuacion de Gauss para campos eléctricos 4 podemos llegar la ecuacion de
continuidad que establece la conservacién de la carga



43 = -8 (7)

si dp = U podemos establecer las leyes hdsicas de circuitos cléetricos donde la suma de eo-
rrientes en un nodo siempre es igual a cero.

2.1. Aproximacion cuasi-estdtica

Consideremos un campo vectorial F dependiente del tiempo ¢ y del espacio r, F = F (r, 1),
donde O;F es la derivada respecto al tiempo y 8, »F son las derivadas espaciales. Los
sistemas cuasi-estdticos se pueden expresar por la siguiente caracteristica [2].

1
‘E&F < |dF|

La velocidad de la onda dentro de un material y en el espacio vacio se puede expresar con la
siguiente relacién

1
C'm:L Co = Chn <

ViE’ * " Ve
donde Cjy es la velocidad de la luz y es del orden de 9 x 10" [m/s], la velocidad de la onda.
en el material dependers de las propiedades eléctricas y magnéticas del mismo.

En términos de energia las componentes generadas por el campo magnético son predominan-
tes a las del campo eléctrico, esto es

1 1
EE[}’EP & Q_[JLOIBlz o] C(]IEI & EDIBJ

Ahora, se analiza el termino de la corriente de desplazamiento 8,D utilizando la consideracién
cuasiestatica

0:D] 2 eq |0.B] € oColdE| < £0CF|dB| 2 £ dH| = |dH]|

aproximacién cuasi-estdtica

18,D| << |dH]|

En conclusion el rotacional del campo H generado por la fuente J + 8,D es creado principal-
mente por la densidad de corriente J, entonces, de ahora en adelante para todos los anélisis de
electromagnetismo en baja frecuencia no se tomara en cuenta la corriente de desplazamiento,
finalmente la ley de Ampere se considerard de las siguiente forma




2.2. Campos Electrostaticos

Los problemas electrostaticos son muy populares en el area de lentes épticos y descargas
eléctricas. La distribucion de campo eléctrico en lentes de electrones es de mucho interés
para fundicién de metales como el oro en tarjetas de circuitos electronicos, sistemas similares
se utilizan para la nano éptica muchos de estos modelos y por lo generan son modelos axi-
simétricos [3], [4], [5). También, los modelos electrostaticos son muy populares en descargas
eléctricas para la determinacion de fallas por alto voltaje o la caracterizacion de materiales
dialécticos [6).

El andlisis de los campos electrostaticos implica neo atender las componentes magneéticas y la
lev de Faraday se reduce a

E=0 (8)
existe una identidad vectorial que nos permite expresar el rotacional igual a cero en términos
del gradiente de un campo escalar §(d¢) = 0, entonces podemos expresar el campo eléctrico
¢Omo

E'= —d¢ (9)

el signo negativo es utilizando la convencién de la direccién de la intensidad del campo con
respecto a la caida del potencial ¢, esto implica que el potencial en un punto a cierta distancia
sera mas grande que en otro punto a mayor distancia.

Considerando la ley de Gauss para campos eléctricos podemos establecer la ecuacion de
Poisson

d(ede) = —p (10)

en aquellos casos donde no hay carga estética (p = 0) para un material dieléctrico simple y
en materiales conductores, podemos expresar la ecuacién de Laplace

0 en un espacio homogéneo



eLgp =
ol =

en estos casos la fuente del campo eléctrico en el doininio de estudio es la condicién de frontera
a través de la diferencia de potencial en los bordes.

2.3. Campos Magnéticos

En el andlisis de sistemas magnéticos se descuida la componente de campo eléctrico gene-
rado por las cargas electrostaticas, esto nos lleva a manejar tres de las cuatro ecuaciones de
Maxwell

dH = J
dB = 0
JE = -3,B

2.3.1. Campos Magnetostaticos

En magnetostatica se considera que ninguna cantidad es dependiente del tiempo, por lo
cual tenemos las ecuaciones anteriores pero considerando §E = 0, esta ecuacién no juega
ningun papel en el andlisis ya que simplemente podemos determinar a E a través de las
relaciones constitutivas. Considerando el potencial magnético vectorial A = B y una region
homogénea se puede establecer la ecuacién de Poisson de la siguiente forma

—u'LA=T (11)

2.3.2. Campos Magnetodindmicos

ahora, en esta seccidn se van a discutir los problemas dependientes en el tiempo a diferencia
del caso magnetostatico en este tipo de problemas la 3,B no es cero.

La ley de induccién de Faraday ayuda a determinar las corrientes inducidas en los mate-
riales conductores, este fenémeno se presenta en una gran variedad de sistemas como son
las maquinas eléctricas més populares (maquinas de induccion) y los sistemas de levitacién
magnética MagLev [7]. A continuacién se determinara las reglas que gobiernan estos efectos
a través del ya definido potencial magnético vectorial d A = B, sustituyendo esta variable en
la ley de Faraday tenemos

§E = -8B = —0,(6A) = 6(—3A) (12)



las dos componentes vectoriales tienen aplicado el operador rotacional, esto es posible solo si

E=-A—-d¢ (13)
de forma similar que en el caso electrostdtico podemos ver que aparece el gradiente del po-
tencial eléctrico d¢, esto implica 6, A es el campo eléctrico inducido, colocando este resultado
en la ley de Ampere y considerando las relaciones constitutivas tenemos

Su YA = —od¢ — cGA (14)

considerando

Jo = —odd (15)

como la densidad de corriente impuesta por un circuito externo {esta parte es muy importante
para e] desarrollo del trabajo), podemos escribir la ecuacién de difusién como

—p VLA =T — 0BA (16)

de esta forma podemos trabajar con una sola ecuacion, pero ain debemos resolver para tres
componentes. Una gran simplificacién es trabajar en problemas de dos dimensiones, estos
problemas implican que no tenemos cambios en la direccién z para el marce de referencia
cartesiano, esto es que la parcial con respecto de la direccion z sea siempre igual a cero. En
este caso todas las componentes de campo magnético se encontraran en el plano z — y, Para
la ecuacion de la ley de Ampere considerando que no existen cambios en la direccién z y que
B = 0, se observa que

J = Jk — A=Ak

donde k es el vector unitario en la direccién z. Ahora, trabajando en dos dimensiones en vez
de resolver la ecuacién de Poisson para 3 componentes de A, s6lo tenemos que resolver en
A= Azfc esto implica que utilizando el potencial magnético vectorial podemos reemplazar
la ecuacién vectorial por un problema escalar de valor en la frontera.

—u YA = Jy— A (17}
donde

B = 9,41 — 9,Aj (18)

con 2 y § como vectores unitario en la direccion z y y.



2.4. Analogia con otras disciplinas

Las técnicas de andlisis numérico son de gran importancia en diferentes disciplinas de
la ingenieria. las ecuaciones en diferenciales parciales son muy similares a las mostradas en
este reporte. La necesidad de considerar otras disciplinas es evidente ya que muchos de los
problemas requieren del uso de Multifisica, por ejemplo en el andlisis de transformadores y
maquinas cléctricas se pueden estudiar los fendmenos electromagnéticos aunados a los efectos
térmicos que son de gran importancia para el estudio de fallas, otro ejemplo seria el estudio
de la aplicacién de los superconductoros en las aplicaciones de ingenieria eléctrica. En la tabla
1 sc presentan las analogias con otras disciplinas donde aparece la ecuacién de Poisson [8] v
[9].




Tabla 1: Analogia con otras disciplinas en la ecuacién de Poisson

A = potencial magnético vectorial
4 = permeabilidad

1. Magnetismo J = densidad de corriente
B = densidad de flujo
ﬂ_l'CAz =—J,

¢ = potencial magnético escalar
i == permeabilidad

G J = densidad de corriente = 0
B = densidad de flujo = —do,,

¢ = potencial eléctrico
¢ = permeabilidad

2. Electrostdticos p = densidad de carga eléctrica
D = densidad de fiujo
eLd =0
p = potencial de velocidad
g = densidad

3. Fluidos g = produccicn de masa
V = velocidad = —dp
pLp = —q
f = funcién de corriente
p = densidad

6 q = produccién de masa = 0

V = velocidad = dfu,
eLf=0

T = temperatura
k = conductividad
4. Flujo Térmico g = fuente de calor
V = velovidad de conduecién = —kdT

¢ = cabeza piezometrica
k = permeabilidad

5. Flujo de agua subterrdnea g = recarga/bombeo
V = velocity = —kdo
kLo = —q

& = funcién de esfuerzo
G = module de Young

6. Torsién (2D) ¢ = dngulo de torsién/longitud
7 = esfuerzo cortante
G-1Lp=—20

u = deflexion transversal

T = tensién en la membrana

F = carga transversalmente distribuida
TLu=F

7. Membranas el4sticas
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3. El MEF Aplicado al Electromagnetismo de baja frecuencia

El método de los elementos finitos es ampliamente aceptado en la sohicion de ecuaciones
diferenciales parciales obtenidas del andlisis en ingenieria y cn fisica. hoy en dia existen
diversos programas comerciales que resuelven el método y son ampliamente utilizados por
estudiantes y profesionistas, que no necesariamente conocen el principio del método, a esto
se le conoce como CAE (Computer Aided Engineering).

3.1. Historia del método

E} concepto de elementos finitos hace su primer aparicion en 1941 y fue utilizado por
Hrenikoff (1941) y mas tarde por McHenry (1943) en el andlisis de estructuras. En conse-
cuencia, aunque el método se puede aplicar para resolver cualquier ecuacidn diferencial, la
terminologia de la ciencia de elementos finitos esta relacionada con la terminologia de andalisis
de estructuras [9).

El método en forma apropiada (apropiada en el sentido de c¢émo se percibe hoy en dia) hizo
su aparicién solo 15 anos mas tarde en trabajos realizados por Turner. Estas ideas fueron
captadas por Melosh en 1961 y por Zienkiewicz y Cheung en 1965, en sus trabajos de andlisis
de estructuras. Mds tarde, el MEF fué defendido por Zienkiewicz, quien, se puede decir fue la
persona que tanto lo defendia como causé que llamaré la atencién de la comunidad cientifica
internacional.

En ingenieria eléctrica, el primer trabajo se realizé en 1967 por Winslow [10]. Cabe resaltar
que en esa epoca la mayorfa de los cientificos usaban el método de diferencia finitas para el
andlisis de los dispositivos electromagnéticos [11]. En el disenio de lentes magnéticos, Wins-
Jow tratd con la subdivision de la regién solucién en elementos (¢ subdominios), funciones de
prueba continuas dentro y alrededor del dominio, manejo de la no linealidad y todos aquellos
conceptos que ahora se asocian con el método del elemento finito {10]. Sin embargo, debido
al auge que tenia el método de diferencia finitas en esa época, decidié llamar al método "di-
ferencias finitas para tridngulos”, esto tuvo un alto costo para €l, ya que hoy en dia no se le
reconoce como el padre del método de elementos finitos en ingenieria eléctrica.

Justo como Zienkiewicz popularizé el método en ingenieria civil, fué Silvester quien, junto
con sus colegas, desarrollo el método a nuevas alturas en ingenieria eléctrica y se encargo
que se conociera en la comunidad de ingenieros eléctricos [12], [13]. El y sus colaboradores
aplicaron ampliamente el método al analisis de maquinas eléctricas, antenas y problemas
axisimétricos. También introdujo elementos triangulares de alto orden, la idea de "balloo-
ning” para problemas con fronteras abiertas y el concepto de matrices universales [14].

Hoy en dfa el método del elemento finito ha sido desarrollado en una forma sofisticada con
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software rapido, poderoso y de propésito general para la solucion de problemas de campo.

3.2. Solucién a problemas con valor en la frontera

El MEF es un método numérico para obtener la solucidn a diferentes problemas que se
encuentran en ingenieria, como son los problemas en:

» Electromagnetismo

» Estructurales

» Mecanicos

= Fluidos

» Transferencia de calor

El método combina bastantes conceptos mateméticos para resolver problemas con ecuaciones
lineales o no lineales. El nimero de ecuaciones a resolver es muy grande y puede ser mayor
a 20000, esto implica, la necesidad de herramientas computacionales para que el método sea
de utilidad.

[

El método es muy interesante ya que puede ser aplicado ficilmente a espacios con geometria
complicadas o irregulares (hay que notar que la discretizacidn del espacio es algo similar
plantear el problema de la cuadratura del eirculo), los espacios pueden estar compuestos de
diferentes propiedades (diferentes materiales) y contener combinaciones de las condiciones
de frontera (valores impuestos o el conocimiento de la derivada respecto a la normal en la
frontera del problema), es aplicable a espacio de estados y problemas dependientes en el
tiecmpo, asi como a problemas gue involucren propiedades no lineales en el espacio de estudio
(caracterfstica no lineal de los materiales) [15}.

Los tres métodos basicos para resolver las ecuaciones son:
» Método de diferencias finitas
» Método variacional
» Método de residuales ponderados

El método de diferencias finitas aproxima las ecuaciones diferenciales utilizando ecuacio-
nes en diferencias. Este método es muy utilizado en en problemas en 2D con condiciones de
frontera paralelas al eje coordenados, el método se complica cuando las fronteras son curvas
o irregulares y es complicado generar cddigo computacional para este método.

E! método variacional implica que la integral de una funcion que genere el valor minimo
serd solucién de la ecuacién diferencial, por ejemplo, considerando la integral

12
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el valor minimo para || que se puede calcular con una ecuacién especifica y = h(z), es la
solucién de la ecuacion diferencial

d%y
D— fand
= +Q =0

con las condiciones de frontera y(A) = yo v y(H) = yu. El método variacional es la base de
muchas formulaciones de elementos finitos, pero tiene algunas desventajas como: el método
no es aplicable a ecuaciones diferenciales que contengan la primera derivada [15].

El método de residuales ponderados también involucra una integral, en este método se
sustituye una solucién aproximada en la ecuacién diferencial. debido a que esta ecuacidn no

es la solucidn del problema la solucion aproximada nos genera un residual o un error R. El
método de residuales ponderados immplica que

/wnwn:o (19)
£

donde el residual R es multiplicado por una funcién de ponderacién W, se requiere que la
integral del producto sea cero. Hay muchas formas de elegir la funcién de ponderacién entre
las mas populares son:

» Método de colocacion
s Método de Subdeminio
» Método de Galerkin

» Método de Minimos Cuadrados

/R%Q:E
Q

En este trabajo nos enfocaremos en el método de Galerkin donde la funcién de ponderacién
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W se elige de la misma forma que la solucidn aproximada ¢ (o también conocidas como
funciones de forma). Este método produce ¢l mismo resultado que el método variacional y es
#] método mas utilizado para resolver problemas de electromagnetismo de baja frecuencia.

3.3. El método de Galerkin aplicado a problemas de electromagnetismo

En este reporte nos enfocaremos en el método de Galerkin para problemas de electromag-
netisino en baja frecuencia. Para una introduccidén completa del MEF se pueden consultar
los diferentes libros [9], [14], [15], [16], [17], para facilitar el entendimiento del método en
este reporte se presenta un resumen de los fundamentos del MEF aplicado a la ecuacién de
difusién que modela los sistemas magnetodindmicos en su forma arménica.

Una de las grandes ventajas del método de Galerkin es que puede ser generalizado y esto es
de gran importancia desde la parte computacional, el método se puede aplicar de la siguiente
mancra. Considere una ecuaciéon de Poisson de la siguiente forma
Lz = f(z) (20)
en una regién £ con condiciohes de frontera en la borde €. una aproximacién a la solucién
7 en la ecuacién anterior genera un residual
LE—f(Z)=R (21)

el método requiere que una integral de la proyeccion del residual en una especifica funcién
de ponderacidn sea cero sobre el dominio de interés, para este caso se elige una funcién de
ponderacién de la misma, forma que el modelo de elemento finito (funcién de forma} ecuacién
19.

considerando la ecuacién de difusién en su forma arménica para los sistemas magnetodinami-
cos en 2D tenemos

vLA=—Jy + jowA (22)

donde w es la velocidad angular a la que se encuentra girando el fasor A debido a una fuente
senoidal. Ahora, se puede obtener un residual sustituyendo una aproximacién de A

R=vd?A+v02A+ Jy - jowA (23)

multiplicando el residual por una funcién de ponderaciéon W, integrando en el dominio Q e
igualando a cero,

14



w//W(V@iA‘i-I/a;A) dwdy—{—jow//Wﬁdwdy:/fWJodﬁdy (24)
0 n 0 3

el primter término se puede integrar por partes de la siguiente forma

f / W (A +vBA) dedy = / f v (WA + 8,W8,A) dedy — j‘( YW, Ade (25)
2 L9 C

donde el ultimo termino esta directamente relacionado con las condiciones de frontera que se
presentardn mas adelante, el vector 72 es el vector normal que sale del contorne C.

utilizando este resultado se realiza una discretizacion en el espacio seccionando la geometria
con triangulos, a esto conoce como mallado de la geometria, entonces, la integral se aplica a
cada uno de los tridngulos y se realiza la suma de cada elemento obteniendo

f / v (W0, A¢ + 8,0, A°) dady -+

e

jotw / WeAsdrdy — 10, A j{ Wede = J, / / Wedxdy (26)
e C e

la integral de linea necesita ser evaluada sobre los elementos los cuales contienen en alguno
de sus vertices condiciones de frontera del problema. Normalmente esta integral es cero para
Ia condicién de frontera 93 A = ) esta es la condicién se conoce como condicidn de frontera
natural.

¢

Se consideran elementos triangulares con vertices en (ijk) distribuidos con la convencién anti
horario, en cada uno de los nodos se representa un potencial magnético vectorial desconocido
que eventualmente sera calculado.

el potencial en un nodo debe llegar al valor de otro nodo de alguna forma, para efectos de
simplificacién matematica se considera que los potenciales llegan de un vértice ¢ a un vértice
j de forma polinomial, cuando este polinomio es de primer orden se dice que se utiliza ele-
mentos triangulares de primer orden.

A=C+ G+ Cay (27)

entonces, se puede representar una ecuacién matricial que represente la distribucién del po-
tencial en un elemento triangular de la siguiente forma
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1oz v Gy A;
Vg gy |1 Cf=1] 4 (28)
I ox Y Gy Ay

ahora, de la matriz anterior se pueden determinar los valores C; y sustituyendo en 27 tenemos

(e t b+ cy)Ai + (ay bz oy Ay + (ak + b + cry) Ag
- 24

donde 2A es el doble del area de cada elemento triangular que se puede calcular con el
determinante de la matriz de coordenadas globales 28, y

A (29)

Tille — Tkl
by = — Uk
. = ITg— T

los coeficientes que multiplican al potencial desconocido son llamados funciones de forma y
se representan de la siguiente forma

m
A= Z N; (‘T’ y)A1
i=1
con m igual al numero de nodos en cada elemento. Las funciones de forma N; tienen propie-
dades interesantes como la suma de las funciones en cualquier parte del tridngulo es igual a
uno y N; = 1 en el nodo i y cero en los otros nodos en el libro [2] se puede observar una
representacion grafica de estas propiedades para elementos en una dimensién.

Escribiendo de forma matricial el potencial en elemento en términos de las funciones de forma
y del los potenciales en cada nodo

A= {NfaNfﬂNg}{Af’Aﬁ’ E}T

Especialmente en el método de Galerkin se elige la funcién de ponderacién igual que las
funciones de forma W = {Nf, N¥, Ng}T, entonces, para el calculo de la integral obtenemos
las derivadas de W y A con respecto a las coordenadas globales

BuA = (208)7(8,05, 55} {An 4;, 44}
A = (ZA)"’{cf,cj,ci}{Ai,Aj,Ak}T
a,we = (ZA)"I{bf,bg, j’;}T
aWe = (208)7c, ¢, )
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con estos tltimos resultados se puede ver que las derivadas obtenidas son constantes y el
primer término de la integral 26 se puede calcular de mancra muy sencilla {(esto no pasaria
con elementos de orden superior)

% [ f (6.we,4° + ayweayfiﬂ) dudy = v°(40) 7 [SI{ AT, A%, ALY
. L
donde
b? + C% bibj + &4 biby + cicx

[S] = | sim bi+cE b+ cick
sim stm b2+ ¢k

la matriz [S] es conocida como la matriz de rigidez. La segunda integral en la ecuacion 26

jow [ [ wedvdudy = o [ [ (e, 85, NN N, N (45, A A5) Ty
e e

) frCwA
joto [ [ wedcdudy = 22 mia a5, 457
Qe
donde
2 1 1
T]=|sm 2 1
sim sim 2

la matriz [T'] se conoce como matriz de masa.

Continuando con el término de la mano derecha de la integral 26 se conoce como funcién de
fuerza o vector de fuerza {F'}

_ (ai + bz + ciy) o (4 + BT + )
{F}—Joffe oA dzdy = Jy SA

donde T y 7 son las coordenadas del centroide del tridngulo = (z; + z; + x4)/3 vy § =
(y; +y; + ¥ ) /3. Considerando los valores de a;, b; y ¢; y asumiendo que J; es constante sobre
todo el triangulo, tenemos

A
{F}:JO/ Wedzdy = J‘g {1,1,1}7
(e

finalmente podemos expresar un sistema de ecuaciones algebraicas para la ecuacién armoénica
de difusién con condiciones de frontera homogeneas Neuman.
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jotwh

12
observando esta ultima ecuacién podemos ver que la estructura es similar a las ecuaciones
dinamicas de un sistema mecdnico, de aqui el nombre de matriz de inercia y de masa, es
importante resaltar que la ecuacién de difusién armonica considera la fuente como una entrada
de forma snoidal en estade permanente.

ve(40) TSI AL A5, AR + [THAS, A5, AL} = {F} (30)

3.3.1. Ensamble

Una ves que se establecid el sistema matrical para cada elemento es necesario encontrar una
forma sisterméatica para representar el sistema de forma global. Este proceso no es complicado,
en cada matriz tenemos renglones y columnas correspondientes a los nodos en los elementos.
Eu el proceso de ensamble se adjuntan todos los elementos matriciales formando una matriz
global, Para un problema con m nodos tendremos una matriz global de m x m. cuando se
adjunta cada elemento 7§ en la matriz de rigidez y de masa correspondiente para cada termino
/1 la matriz global resultante es simétrica y singular.

3.4. Condiciones de Frontera

Hay diferentes condiciones de frontera, para los problemas de dispositivos electromagnéticos
de baja frecuencia, en esta seccién se discutiran dos tipos de condiciones de frontera para
plantear la solucidn de los problemas condiciones tipo Dirchlet y Newman. Las condiciones
Dirichlet son aquellas donde el potencial se encuentra impuesto o definido en el contorno C,
hay que recordar que el contorno C es sobre el domino 2 del problema y estéan relacionados
cou la integral cerrada

j{ W 8, Adc = 0
C

Cuando se especifica la derivada del potencial respecto a la normal del contorno C, esto es
d,A = p se conoce como condicién de frontera Newman y si1 ¢ = 0 también se le llama
condicién homogénea o condicién de frontera natural. Para obtener unicidad de la solucién
al problema, es necesario establecer las condiciones de frontera y se debe de establecer el
potencial en al menos un punto del contorno €' (condicidn Dirichlet).

4. Observaciones para el problema de acoplamiento

La esencia de este trabajo doctoral es desarrollar una metodologia para simular circuitos
electronicos de potencia con capacidades de conexién a modelos de campo electromagnético
donde se puedan insertar sistemas de control y alimentaciones mecénicas. Para lograr este
objetivo es necesario acoplar las ecuaciones de los modelos electromagnéticos a las ecuaciones
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dindmicas de los elementos de electronica de potencia. Con lo ya repostado en este eserito,
en esta seecidn se menclonan algunas observaciones que se tienen que atender para cumplir
el objetivo del trabajo. ‘

= Observacion 1: los modelos electromagnéticos son excitados a través de diferencias
de potencial eléetrico para los casos clectrostdticos como se muestra en la figura 1y a
través de densidades de corriente Jy para el caso de modelos magnéticos 2, la corriente
Jp es generada por la corriente I que circula en un devanado vy a su vez esta corriente
es generada por un circuito eléetrico el cual puede contener resistores, capacitores, in-
ductores o elementos de electrénica de potencia (ver figura 3) como diodos, tiristores,
triacs, IGBT’s, MOSFET’s etc.

V-V, a

Ly

Figura 1: Problemas Electrostaticos

Figura 2: Problemas Magnéticos
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s Qbservacién 2: La ecuacion de difusidn en su forma armonica considera entradas de
forma senoidal permanente lo que implica despreciar la parte transitoria, esta simplifica~
ci6n ya no se puede aplicar una vez que se incorporen los modelos de circuitos eléctricos
v electrdnicos, por lo cual, es necesario plantear las ecuaciones para el MEF consideran-
do las derivadas respecto al tiempo, esto implica una discretizacion en el tiempo para
la solucidén a ecuaciones diferenciales temporales.

» Observacion 3: El intercambio de energia eléctrica a mecanica o viceversa es el trabajo
principal de los dispositivos electromecanicos, es necesario considerar las ecuaciones
diferenciales que modelan la dindmica de los sistemas, hay que recordar que en los
modelos magnéticos se genera energia cinética que a su vez se convertird en fuerza
(Fuerza de Lorentz o método de la energia o coenergia), estas fuerzas se encuentran
aplicadas a los sistemas en estudio generando cambios en las configuraciones del mismo
por eso es importante considerar en el M E'F el acoplamiento con las partes mecdnicas 3,
es importante mencionar que los modelos mecanicos también pueden ser representados
por circuitos eléctricos.

Power Electronic Magnetodynamic System
Circuits Modeling by FEM.

o>
ﬁJjI@F}

Figura 3: Problema de acoplamiento campo-circuito y alimentaciones mecdnicas con el MEF

Estas son algunas de las referencias para atacar el problema de acoplamiento [2], [18], [19],
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120], [21], [22][20], 21] v [23].

5. Problema base a Resolver

Actualmente existen trabajos publicados acerca del modelado y de las aplicaciones de los
circuitos electronicos de potencia como en libro de Sira et al. {24] donde se desarrollan mo-
delos dindnicos de varios de los convertidores de potencia y se presentan diversas técnicas
de control. El libro de Vlach et al. {25] donde se estudian metodologias para sistematizar el
analisis de circuitos eléctricos.

Para el siguiente periodo ademds de las actividades marcadas en el cronograna se estard
trabajando con el siguiente modelo

| Sistema
electromecdnico
modelado por
MEF.

Figura 4: Problemas base a resolver

Este modelo representa un sistema electromecénico modelado por M EF' acoplado a un cir-
cuito externo, el circuito externo contiene una fuente de voltaje senoidal con solo un diodo
de potencia, un resistor y un inductor. El objetivo es plantear la ecuacion de difusién con
derivadas temporales y acoplar el circuito eléctrico a través de la densidad de corriente Jp.
Resolviendo para un diodo de potencia se buscara extender el resultado con otros dispositivos
de electrénica de potencia.

6. Plan de trabajo para el semestre 2016 — 2

En el cronograma de actividades presentado en el protocolo de investigacion se tienen las
sigulentes tareas:

» Primer y segundo semestre: Revisién en la literatura de los temas bases como el elec-
tromagnetismo de baja frecuencia, electrénica de potencia, el MEF aplicado al anélisis
de dispositivos electromagnéticos en 2D y el método MNA para la creacion de ecuaciones
campo-circuito con acoplamiento fuerte.
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= Segundo y tercer semestre: Estudio de los modelos maternéticos de los dispositivos
de electrénica de potencia y resolucion con nuevas técnicas del problema de acoplamiento
fuerte para la simulacién de los dispositivos a través de métodos sistemdticos basados
en el método MNA.
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