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Objetivos Particulares:  

1. Encontrar condiciones suficientes para la prevalencia y robustez del fenómeno 
Turnpike para garantizar un tipo de estabilidad en las poblaciones.	

2. Analizar la estabilidad del fenómeno Turnpike utilizando mayoraciones o cotas de 
tipo exponencial.  

3. Analizar la existencia o no existencia de bifurcaciones para conocer los cambios 
cualitativos de las soluciones al variar los parámetros del modelo.  

4. Probar la existencia de cíclos límite para determinar el comportamiento de familias 
de soluciones del sistema.  

5. Obtener algoritmos y programas de cómputo para algunos esquemas numéricos, 
que permitan resolver numéricamente los sistemas de ecuaciones diferenciales 
acopladas. 
 

f. Antecedentes 

Las ecuaciones de Lotka-Volterra son el modelo de interacción depredador-presa más 
simple entre dos poblaciones. Este modelo supone que la población de presas encuentra 
comida todo el tiempo, que la comida del depredador depende completamente de la 
población de presas y que el entorno no fluctúa de modo que pueda influir en las dos 
poblaciones. El modelo consiste en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no 
lineales. 

Se consideran las funciones diferenciables que representan la densidad de la población de 
dos especies, una de ellas la presa !" # , y la otra !$ # , el depredador.  Se conoce la razón 
% de crecimiento intrínseco de la población de la presa  !", la razón & de mortalidad de la 
población del depredador !$, la tasa ' de contactos por unidad de tiempo entre !" y !$, la 
razón ( de contactos por unidad de tiempo entre !$ #  y !" # . Las funciones de control  
)" # , )$ #  representan, por ejemplo, los índices de caza de cada especie. Se utiliza el 
modelo de Lotka-Volterra, pues la evolución real de este tipo de poblaciones es 
Malthusiana, es decir, la población crece libremente de forma exponencial, sin restricción 
de la cantidad disponible de alimentos:	

 

+!"
+#

= %!" − '!"!$ − 0.4)" # !"	

+!$
+#

= −&!$ + (!$!" − 0.2)$ # !$	

 

No existe una solución explícita para el sistema anterior, pero se pueden encontrar 
soluciones numéricas. Es bien sabido que este sistema tiene una solución estable en (0,0) 
y que tiene una solución no asintótica y un ciclo límite [4]. Además, existen soluciones 
positivas, y se sabe de la existencia y unicidad de soluciones positivas globales [5]. Este 



	
	
	
	

modelo determinista, sin embargo, no tiene en cuenta las fluctuaciones en el medio 
ambiente, las cuales juegan, en general, un papel importante en cualquier sistema biológico 
real [2], presentando perturbaciones causadas por variaciones aleatorias naturales en las 
condiciones ambientales. En el estudio y modelado de la interacción entre poblaciones, 
también es importante considerar algunos factores estocásticos que tienen impacto en su 
crecimiento, persistencia y extinción. Los factores demográficos y ambientales, actuando 
como perturbaciones o procesos de difusión, pueden ser modelados mediante ecuaciones 
diferenciales estocásticas adecuadas, que toman en cuenta el hecho de que eventos 
estocásticos individuales e independientes pueden afectar a cada población, por lo que 
deben contener diferentes procesos de difusión.	

La existencia y singularidad de una solución global positiva del sistema y las condiciones 
bajo las cuales se produce la extinción de un modelo estocástico de presa-depredador se 
han estudiado ampliamente mediante varios métodos [6–8], incluido el Principio del Máximo 
Estocástico (ver [9]). En [10] se obtiene la acotación uniforme estocástica de la solución y 
la existencia de una solución positiva globalmente única, para un modelo de depredador y 
presa que incorpora invasión de enfermedades y shocks catastróficos repentinos. Además, 
para modelos estocásticos depredador-presa con retardo distribuido y ruido blanco, se ha 
demostrado la existencia al menos de una solución T-periódica positiva, mediante la 
construcción de una función estocástica de Lyapunov con cambio de régimen [11]. En [12] 
se investiga un modelo de tres especies con retrasos de tiempo y saltos de Lévy, dando las 
condiciones suficientes para la persistencia y la extinción de tres especies, uno-depredador 
y dos-presas. A diferencia del enfoque propuesto en este proyecto, utilizan el proceso 
estocástico discontinuo para estudiar algunos fenómenos de naturaleza abrupta como el 
cambio climático y no introducen controles en las especies, como hacemos en este análisis. 	

Asimismo, se han estudiado algunos sistemas de mutualismo (con la cooperación de dos 
especies) en entornos aleatorios, obteniendo soluciones positivas y su unicidad [13]. Sin 
embargo, existe literatura matemática limitada sobre la acotación en la convergencia media 
y fuerte para soluciones numéricas [20] y la propiedad Turnpike para sistemas estocásticos 
controlados [14,15, 22]. 

En ocasiones, la aparición de fluctuaciones aleatorias en el medio ambiente altera la 
dinámica poblacional de los sistemas deterministas, provocando el proceso de extinción. 
Entonces, el modelo correspondiente puede perder la acotación de las soluciones, su 
estabilidad o su robustez y el esquema numérico puede diverger.  

Se parte del sistema: 

	+!" = %	!" − '	!"	!$ − 4)" # !" +# + %"	+5" 

+!$ = −	&	!$ + (	!$	!" − 6)$ # !$ +# + %$	+5$ 

en donde 5" y 5$ son procesos estándar de Wiener definidos en un espacio de probabilidad 
7, 8, 9   y %, ', &, (, 4, 6, %", %$	son constantes.	

Cuando ocurre una fluctuación ambiental, la estabilidad de la solución Turnpike podría 
verse alterada, provocando la pérdida de la optimización. Por lo tanto, es importante 
analizar la persistencia de las propiedades anteriores, porque hacerlo nos permite describir 



	
	
	
	

la degeneración de las propiedades del sistema. Una novedad de nuestro análisis [1] es el 
uso de dos controles en las poblaciones y la extensión del trabajo de [15] a un caso 
estocástico, utilizando el Principio del Máximo Estocástico. Así, hemos combinado algunas 
técnicas de la Teoría del Control Geométrico (ver [19, 23]) con la propiedad de estabilidad 
exponencial de la solución numérica de nuestro modelo estocástico. Consideramos que un 
marco estocástico permite un estudio más realista de la dinámica de la población y los 
sistemas de competencia. Esta consideración es igualmente válida en otras áreas, donde 
el objetivo es obtener la estabilidad asintótica de las trayectorias en puntos temporales 
tardíos [16], bajo diferentes condiciones iniciales, por ejemplo, en el modelo de crecimiento 
agregado en economía [17] o en el análisis y diseño de esquemas de optimización dinámica 
en tiempo real y control predictivo del modelo económico (ver [18]). 

Habiendo demostrado en [1] el siguiente teorema sobre la propiedad de tipo exponencial, 
llamada propiedad Turnpike:	

Teorema. 

La solución del siguiente problema de control óptimo, 

:;<
=>,=?

@()", )$) 	= :;<
=>,=?

C "
$
	 (!"

$D
E # + !$$ # + )"$ # + )$$ # )+# , 

+!" = %	!" − '	!"	!$ − 4)" # !" +# + %"	+5" 

+!$ = −	&	!$ + (	!$	!" − 6)$ # !$ +# + %$	+5$ 

!" 0 = !"E, !$ 0 = !$E, !" F = !"", !$ F = !$",	 

|)" # | ≤ 1, |)$ # | ≤ 1 

satisface la siguiente propiedad: existen constantes positivas J", J$ tales que 	

!D # − ! + KD # − K + )D # − ) ≤ J"LMN?O, ∀	# ∈ [0, F] 

donde ! = !", !$ , ) = )", )$ , K = K", K$  es la variable adjunta al estado y !, K, )  son las 
soluciones del problema estático de control óptimo estocástico correspondiente al sistema.	

Se propone el siguiente: 

Proyecto.	

Estudiar el comportamiento a largo plazo de soluciones de ciertos problemas de Control 
Óptimo Estocástico, cuya forma general es: 

+! = T #, ! # , ) # +# + U #, ! # , ) # +5 # 	

en donde 

• ) # = )" # , )$ # : W → WY	
• T #, ! # , ) # = TZ #, ! # , ) #

"[Z[\
 es una función medible definida sobre 

W\× 0, F ×W\ y W\ – valuada.	



	
	
	
	

• U #, ! # , ) # = UZ^ #, ! # , ) #
"[Z[\
"[^[_  es una función medible definida sobre 

W\× 0, F ×W\ y W\×_ – valuada.	

en relación con: 

1. La estabilidad exponencial llamada Turnpike, que consiste en la permanencia de las 
soluciones óptimas en una vecindad de una solución de equilibrio, balanceada, 
correspondiente a la solución óptima del problema estacionario respectivo. 

2. La robustez de la propiedad de Turnpike. 
3. La existencia de ciclos límite. 
4. La existencia de bifurcaciones. 

 

g. Metodología 

1. Utilizar métodos geométricos de la Teoría de Control, tales como el Principio del Máximo 
de Pontryagin y sus extensión al caso estocástico. Inicio con el caso de Control lineal y 
costo cuadrático (L-Q) (ver [21]) y un modelo de Lotka-Volterra (L-V) general. 

2. Realizar un análisis de las ecuaciones algebráicas matriciales de tipo Riccati que resultan 
del método aplicado. 

3. Emplear el Mapeo de Poincaré en el estudio de las bifurcaciones. 

4. Realizar el Balance Armónico del problema. 

5. Estudio numérico del comportamiento de las soluciones, empleando lenguaje R o 
lenguaje C en la programación de algunos esquemas numéricos.	

 

h. Recursos disponibles y necesarios 

h1.Recursos físicos disponibles  

Computadoras personales de los colaboradores. 

h2.Recursos económicos necesarios  

Se requieren recursos económicos para:  publicación de un artículo anual en una revista 
indexada, viáticos, gastos de viaje e inscripciones a eventos académicos nacionales (uno 
por año) e internacionales (uno por año). 

 

i. Metas académicas 

PRIMER AÑO: 

• Un artículo en una revista indexada (Complexity, Simetry o Nonlinearity). 
• Presentación de resultados en un congreso nacional y uno internacional. 



	
	
	
	

SEGUNDO AÑO: 

• Un artículo en una revista indexada (Complexity, Simetry o Nonlinearity). 
• Presentación de resultados en un congreso nacional y uno internacional. 
• Inicio de doctorado de un estudiante en el proyecto. 

TERCER AÑO: 

• Un artículo en una revista indexada (Complexity, Simetry o Nonlinearity). 
• Presentación de resultados en un congreso internacional. 
• Continuación del doctorado de un estudiante en el proyecto. 

 

 

j. Productos de trabajo 

Productos Año 1 Año 2 Año 3 
Artículo en revista indexada X X X 
Asistencia a Congreso Nacional X X X 
Asistencia a Congreso Internacional X X X 
Alumno de doctorado  X X 

 

 

 

 

 

 

k. Cronograma de actividades 

Actividades por 
trimestre 

Primer 
año 

Primer 
año 

Primer 
año 

 I P O 
Estudio del caso Lineal-
Cuadrático (L-Q) 

X X X 

Estudio del modelo L-V 
general 

X X X 

Prueba del caso L-Q y 
L-V 

  X 

Elaboración del 
programa, caso L-Q y L-
V 

  X 

Presentación de al 
menos un trabajo en 
evento especializado 

  X 



	
	
	
	

Envío de al menos un 
artículo a revista 
indizada para posible 
publicación 

  X 

 

Actividades por 
trimestre 

Segundo 
año 

Segundo 
año 

Segundo 
año 

 I P O 
Estudio del caso 
general 

X X X 

Elaboración del 
programa, caso general 

 X X 

Presentación de al 
menos un trabajo en 
evento especializado 

  X 

Envío de al menos un 
artículo a revista 
indizada para posible 
publicación 

  X 

Alumno de doctorado X X X 
 

 

 

Actividades por 
trimestre 

Tercer 
año 

Tercer 
año 

Tercer 
año 

 I P O 
Estudio del caso 
general 

X X X 

Prueba del caso L-Q  X X 
Elaboración del 
programa, caso general 

 X X 

Presentación de al 
menos un trabajo en 
evento especializado 

  X 

Envío de al menos un 
artículo a revista 
indizada para posible 
publicación 

  X 

Alumno de doctorado X X X 
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