
Escalares y vectores

Escalares -> Sólo magnitud Vectores -> Magnitud, dirección y sentido



ҧ𝑟 = 

𝑖=1

𝑛

𝑢𝑖 + 𝑣𝑖
ҧ𝑣 = k ത𝑢

ҧ𝑣 = 𝑘𝑢1, 𝑘𝑢2, 𝑘𝑢3





Propiedades de vectores (adición y multiplicación por un escalar)



# = 

𝑖=1

𝑛

𝑢𝑖𝑣𝑖

ഥ𝒖 ⊥ ഥ𝒗 = ഥ𝒖 ∙ ഥ𝒗 = 𝟎

ഥ𝒖

ഥ𝒗







1
−2
5

=
1 1 2
1 2 −1
1 3 1

𝑥
𝑦
𝑧

𝐛 = 𝐀𝐱 𝑨−𝟏[ 𝐛 = 𝐀𝐱 ] 𝐀−𝟏𝐛 = 𝐀−𝟏𝐀𝐱

𝐀−𝟏𝐀 = 𝐈 =
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

𝐀−𝟏𝐛 = 𝐱

0 = 

𝑖=1

𝑛

𝑢𝑖𝑣𝑖 0 = 𝑢1𝑣1 + 𝑘 𝑣2 + 𝑢3𝑣3



𝒖 = 

𝑖=1

𝑛

𝑢𝑖𝑢𝑖



ത𝑄 ത𝑅

𝐀 = ത𝑋, ത𝑋′

ത𝑋

ത𝑋′

det 𝐴 = 𝑥𝑦′ − 𝑦𝑥′

det 𝐴 = 3(4) − 1(1) = 11

Determinantes



La expansion de Laplace para el determinante de una matriz 𝐀 de (nxn)

det 𝐀 = 

𝑗=1

𝑛

(−1)𝑖+𝑗𝑎𝑖𝑗𝑀𝑖𝑗 ∀ 𝑖

𝑀𝑖𝑗 es el determinante de la matriz (n-1) x (n-1) que resulta de remover el renglón 𝑖 y la 
columna 𝑗 de la matriz 𝐀

(−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗 es el cofactor para el elemento 𝑎𝑖𝑗 de la matriz 𝐀

𝐀 =

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

det 𝐀 = 𝑎11 𝑎22𝑎33 − 𝑎23𝑎32 − 𝑎12 𝑎21𝑎33 − 𝑎23𝑎31 + 𝑎13 𝑎21𝑎32 − 𝑎22𝑎31

Determinantes

El determinante de una matriz es igual a Cero si:
a) Dos renglones de la matriz son multiplos o iguales
b) Dos columnas de una matriz son multiplos o iguales
c) Un renglón o una columna son Cero (si la matriz no es cuadrada)

Si los vectores que forman la matriz no son linealmente
independientes, det [A] = 0



La expansion de Laplace para el determinante de una matriz 𝐀 de (nxn)

det 𝐀 = 

𝑗=1

𝑛

(−1)𝑖+𝑗𝑎𝑖𝑗𝑀𝑖𝑗 ∀ 𝑖

𝑀𝑖𝑗 es el determinante de la matriz (n-1) x (n-1) que resulta de remover el renglón 𝑖 y la 
columna 𝑗 de la matriz 𝐀

(−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗 es el cofactor para el elemento 𝑎𝑖𝑗 de la matriz 𝐀

det 𝐀 = 

𝑗=1

𝑛

(−1)𝑖+𝑗𝑎𝑖𝑗𝑀𝑖𝑗 ∀ 𝑖 ⇒ det 𝐴 =2 −18 + 3 2 + −4 4

+0 −11 + −4 14 + 2 5

+1 −10 + −1 −4 + 5(−8)



𝒂 x 𝒃 =
Ƹ𝒊 Ƹ𝒋 𝒌

𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3

= 

𝑗=1

𝑛

(−1)𝑖+𝑗𝑒𝑛𝑡𝑖𝑗𝐌𝑖𝑗 ∀ 𝑖
𝒄

𝒂

𝒃

𝒂 x 𝒃 = 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2 Ƹ𝒊 − 𝑎1𝑏3 − 𝑎3𝑏1 Ƹ𝒋 + 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 𝒌 = 𝒄

𝒄

𝒂

𝒃

𝒃 x 𝒂 =
Ƹ𝒊 Ƹ𝒋 𝒌

𝑏1 𝑏2 𝑏3
𝑎1 𝑎2 𝑎3

= 

𝑗=1

𝑛

(−1)𝑖+𝑗𝑒𝑛𝑡𝑖𝑗𝐌𝑖𝑗 ∀ 𝑖

𝒃 x 𝒂 = 𝑏2𝑎3 − 𝑏3𝑎2 Ƹ𝒊 − 𝑏1𝑎3 − 𝑏3𝑎1 Ƹ𝒋 + 𝑏1𝑎2 − 𝑏2𝑎1 𝒌 = −𝒄

¿El producto vectorial está definido solo para 3D?

𝑒𝑛𝑡𝑖𝑗 ∶ 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎 𝑖𝑗



𝒂 x 𝒃 =
Ƹ𝒊 Ƹ𝒋 𝒌

𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3

= 

𝑗=1

𝑛

(−1)𝑖+𝑗𝑒𝑛𝑡𝑖𝑗𝐌𝑖𝑗 ∀ 𝑖
𝒄

𝒂

𝒃

𝒂 x 𝒃 = 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2 Ƹ𝒊 − 𝑎1𝑏3 − 𝑎3𝑏1 Ƹ𝒋 + 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 𝒌 = 𝒄

𝑒𝑛𝑡𝑖𝑗 ∶ 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎 𝑖𝑗

La magnitud del vector 𝒄 = 𝒂 x 𝒃

𝒂 x 𝒃 = 𝒂 𝒃 𝑠𝑒𝑛 𝜃

𝜃 es el ángulo entre los vectores 𝒂 𝑦 𝒃

𝒄

𝒂

𝒃

𝒂

𝒃

𝒄

𝒖 = 

𝑖=1

𝑛

𝑢𝑖𝑢𝑖 cos 𝜃 =
σ𝑖=1
𝑛 𝑢𝑖𝑣𝑖

σ𝑖=1
𝑛 𝑢𝑖𝑢𝑖 σ𝑖=1

𝑛 𝑢𝑖𝑢𝑖



Matrix vector vs vector matrix multiplication 

El vector transpuesto de un vector columna es un vector renglón

𝐸𝑙 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑝𝑜𝑟 𝑢𝑛 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 ( 𝐀 𝐱 ) 𝑒𝑠𝑡á 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑑𝑎 𝑠𝑖:
𝑒𝑙 # 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑎𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝐴 𝑒𝑠 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙 𝑎𝑙 # 𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑛𝑔𝑙𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑎

𝐀 𝐱 = 𝐲 𝐲 =

𝒂𝟏𝟏 … 𝒂𝟏𝒎
⋮ ⋱ ⋱

𝒂𝒏𝟏 … 𝒂𝒏𝒎

𝒙𝟏
⋮
𝒙𝒎

=

𝒚𝟏
⋮
𝒚𝒏

𝑦𝑖 = 

𝑗=1

𝑚

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ∀ 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛

𝐸𝑙 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑢𝑛 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑝𝑜𝑟 𝑢𝑛𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 (𝐱𝑻 𝐀) 𝑒𝑠𝑡á 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑑𝑎 𝑠𝑖:
𝑒𝑙 # 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑎𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝐱 𝑒𝑠 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙 𝑎𝑙 # 𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑛𝑔𝑙𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝐴

𝐱𝑻𝐀 = 𝐳 𝐳 = 𝒙𝟏 … 𝒙𝒎

𝒂𝟏𝟏 … 𝒂𝟏𝒏
⋮ ⋱ ⋱

𝒂𝒎𝟏 … 𝒂𝒎𝒏

𝑧𝑖 = 

𝑗=1

𝑚

𝑥𝑗 𝑎𝑗𝑖 ∀ 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛= 𝒛𝒊 … 𝒛𝒏

𝐀 𝐱 ≠ 𝐱𝑻𝐀

𝐀 𝐱 = 𝐱𝑻𝐀 𝐬𝐨𝐥𝐨 𝐬𝐢 𝐀 𝐞𝐬 𝐬𝐢𝐦é𝐭𝐫𝐢𝐜𝐚

𝑛 𝑒𝑠 𝑒𝑙 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑛𝑔𝑙𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝐴

𝑛 𝑒𝑠 𝑒𝑙 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑎𝑠 𝑑𝑒 𝐴





La suma de matrices 
de diferente tamaño

NO ESTÁ 
DEFINIDA



Reglas de la adición (sustracción) de matrices del mismo tamaño y de la multiplicación de estas por un escalar



El # de columnas de A debe ser igual al # de renglones de B
El resultado de AB es un escalar



A B = C

El # de columnas de A debe ser igual al # de renglones de B

La matriz C será de tamaño (m x n)
Con m como el # de renglones de A
Y n como el # de columnas de B 



𝐴 𝐵 ≠ 𝐵 𝐴

A B = B A solo si A y B son simétricas



Poner atención en (iv) : la transpuesta del producto de dos matrices  
es igual al producto de las matrices transpuestas llevando a cabo la 
multiplicación en el orden inverso







Inverse Matrix

𝐴 𝑎𝑑𝑗 𝐴 = 𝐴 𝐼

𝐴 𝑎𝑑𝑗 𝐴

|𝐴|
= 𝐼

𝐴−1
𝐴 𝑎𝑑𝑗 𝐴

|𝐴|
= 𝐴−1𝐼

𝑎𝑑𝑗 𝐴

|𝐴|
= 𝐴−1



(−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗 es el cofactor para el elemento 𝑎𝑖𝑗 de la matriz 𝐀



















𝒂 x 𝒃 =
Ƹ𝒊 Ƹ𝒋 𝒌

𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3

= 

𝑗=1

𝑛

(−1)𝑖+𝑗𝑒𝑛𝑡𝑖𝑗𝐌𝑖𝑗 ∀ 𝑖

D = a x b x c

= i j       k       l
a1    a2    a3    a4
b1     b2   b3    b4
c1      c2    c3    c4



Aplicaciones de la derivada (Optimización )





X

Y = f(X)





Minimizar f(x)

𝑓 𝑢 = 𝑐𝑥𝑛 → 𝑓′ 𝑥 = 𝑐 𝑛 𝑥𝑛−1𝑥′

𝑥 =
3
100 = 1001/3

𝑥2 = 1001/3
2











































































Fracciones Parciales



a)

b)








